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5. Groupes
5.1. Groupe.
5.1.1. Définition.

Définition 5.1. Un groupe (G,x) est un ensemble G auquel est associé une opération
* (la loi de composition) vérifiant les quatre propriétés suivantes :

(1) pour tout z,y € G, x+y € G (x est une loi de composition interne)

(2) pour tout z,y,2 € G, (z*y)*z=z*(yxz) (laloiest associative)

(3) il existe e € G tel que V€ G,xxe =12 et exx =x (e est 'élément
neutre)

(4) pour tout z € G il existe 2’ € G tel que z*x2' =a'xx =€ (2’ est I'inverse
de x et est noté x71)

Si de plus 'opération vérifie
pour tout x,y € G, TxY =1Y*x,

on dit que G est un groupe commutatif (ou abélien).

Remarque 5.2. e L’¢lément neutre e est unique. En effet si ¢’ vérifie aussi le
point (3), alors on a € x e = e (car e est élément neutre) et ¢’ xe = €' (car
¢/ aussi). Donc e = ¢’. Remarquez aussi que l'inverse de 1’élément neutre est
lui-méme. S’il y a plusieurs groupes, on pourra noter eg pour 1’élément neutre
du groupe G.

e Un élément z € G ne posséde qu’un seul inverse. En effet si 2’ et 2" vérifient
tous les deux le point (4) alors on a z x 2" = e donc 2’ * (x x 2") = 2/ xe. Par
'associativité (2) et la propriété de I’élément neutre (3) alors (2' x z) x 2" = 2'.
Mais 2’ x x = e donc e x 2’ = 2’ et ainsi 2" = 2.

Exemples 24. Voici des ensembles bien connus pour lesquels 'opération donnée définit
une structure de groupe.

e (R*)x) est un groupe commutatif, x est la multiplication habituelle. Vérifions
chacune des propriétés :

(1) Siz,y € R* alors x x y € R*.

(2) Pour tout z,y,z € R* alors x X (y X z) = (z X y) X z, c’est 'associativité de
la multiplication des nombres réels.

(3) 1 est I’élément neutre pour la multiplication, en effet 1 xz =z et t x1 =z,
ceci quelque soit z € R*.

(4) L’inverse d’un élément x € R* est 2/ = 1 (car 2 x < est bien égal & 'élément
neutre 1). L’inverse de x est donc 7! = % Notons au passage que nous
avions exclu 0 de notre groupe, car il n’a pas d’inverse.

Ces propriétés font de (R*,x) un groupe.
(5) Enfin z X y = y X z, c’est la commutativité de la multiplication des réels.
e (Q*,x), (C*, x) sont des groupes commutatifs.
e (Z,+) est un groupe commutatif. Ici 4+ est Paddition habituelle.
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(1) Siz,y € Z alors x + y € Z.

(2) Pour tout z,y,z € Z alorsx + (y+ z) = (r + y) + 2.

(3) 0 est I’élément neutre pour addition, en effet 0+ =z et © + 0 = x, ceci
quelque soit x € Z.

(4) L’inverse d’un élément © € Z est 2’ = —x car o + (—x) = 0 est bien
I’élément neutre 0. Quand la loi de groupe est + l'inverse s’appelle plus
couramment ’opposé.

(5) Enfin 2 +y = y + z, et donc (Z,+) est un groupe commutatif.

e (Q,4+), (R,+), (C,+) sont des groupes commutatifs.

e L’ensemble S(E) des bijections d’un ensemble E non vide muni de la composi-
tion des applications : fog: E — E, v — fog(x) = f(g(x)). est un groupe
d’élement neutre idg : £ — E, © — x. Ce groupe n’est pas commutatif dés que
card(E) > 3.

Voici deux exemples qui ne sont pas des groupes :

e (Z*,x) n’est pas un groupe. Car si 2 avait un inverse (pour la multiplication x)
ce serait % qui n’est pas un entier.

e (IN,4) n’est pas un groupe. En effet 'inverse de 3 (pour I’addition +) devrait
étre —3 mais —3 ¢ IN.

5.1.2. Puissance.
Revenons a un groupe (G,x). Pour x € G nous noterons = % x par 2% et xxx % x par z°.

Plus généralement nous noterons :
o ' =X Tk K1T,
—_—

n fois

n fois

Rappelez-vous que z~ ! désigne 'inverse de x dans le groupe.

Les régles de calcul sont les mémes que pour les puissances des nombres réels. Pour
x,y € G et m,n € Z nous avons :
o I kg = gMmt"
° (xm)n — :L,mn,
o (zxy) t=y txx7! attention a I'ordre!
e Si (G,x) est commutatif alors (z xy)" = 2" % y™.

5.2. Sous-groupes.

Montrer qu’'un ensemble est un groupe a partir de la définition peut étre assez long.
Il existe une autre technique, c’est de montrer qu’'un sous-ensemble d’un groupe est
lui-méme un groupe : c’est la notion de sous-groupe.
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5.2.1. Définition.
Soit (G,x) un groupe.

Définition 5.3. Une partie H C G est un sous-groupe de G si :
ecc H,
e pour tout z,y € H,onaxxy € H,
e pour tout t € H,onax~ ! € H.

Notez qu’un sous-groupe H est aussi un groupe (H,*) avec la loi induite par celle de

G

Par exemple si x € H alors, pour tout n € Z, nous avons z" € H.

Remarque 5.4. Un critére pratique et plus rapide pour prouver que H est un sous-
groupe de G est :

e H contient au moins un élément

e pour tout z,y € H, zxy~ ' € H.

Exemples 25. e (R*,x) est un sous-groupe de (R*,x). En effet :
- 1eRy,
—siz,y € R} alors x x y € RY,
—siz e R} alors 27! =1 e R
e (U,x) est un sous-groupe de (C*,x), ot U={z€ C||z| =1}.
e (Z,+) est un sous-groupe de (R,+).
e {e} et G sont les sous-groupes triviaux du groupe G.
e Si H et K sont des sous groupes de G, alors H N K est un sous-groupe de G.
e Si H et K sont deux sous-groupes de G, alors, en général, H U K n’est pas
un sous-groupe de G. Soient, par exemple, H = {(z,y) € R*/x = 0} et K =
{(z,y) € R*/y = 0}. Tl est évident que H et K sont deux sous-groupes du
groupe additif de R?. Cependant, H U K n’est pas un sous-groupe de R? car on
a par exemple (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ H U K.

Exercice 5.5. Soient H et K deux sous-groupes d’'un groupe GG. Montrer que H U K
est un sous-groupe de G si, et seulement si, H C K ou K C H.

5.2.2. Sous-groupes de 7.
Proposition 5.1. Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, pour n € Z.

L’ensemble nZ désigne I'ensemble des multiples de n :

nZ = {k-n!kEZ}.
Par exemple :

e 27 ={...,—4,—2,0,24,6,...} est Pensemble des entiers pairs,
o 77 ={...,—14,—17,0,7,14,21, ...} est 'ensemble des multiples de 7.

Preuve. Fixons n € Z. L’ensemble nZ est un sous-groupe de (Z,+), en effet :
o nZ C 7,
e |’¢lément neutre 0 appartient & nZ,
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e pour = kn et y = k'n des éléments de nZ alors x +y = (k + k')n est aussi un
élément de nZ,

e enfin si x = kn est un élément de nZ alors —z = (—k)n est aussi un élément de
nZ.

Réciproquement soit H un sous-groupe de (Z,+). Si H = {0} alors H = 0Z et c’est
fini. Sinon H contient au moins un élément non-nul et positif (puisque tout élément est
accompagné de son opposé) et notons

n=min{h>0|heH}.

Alors n > 0. Comme n € H alors —n € H, 2n = n+n € H, et plus généralement
pour k € Z alors kn € H. Ainsi nZ C H. Nous allons maintenant montrer I'inclusion
inverse. Soit h € H. Ecrivons la division euclidienne :

h=kn+r, avec kir € Z et 0 <r <n.

Mais h € H et kn € H donc r = h — kn € H. Nous avons un entier » > 0 qui est un
élément de H et strictement plus petit que n. Par la définition de n, nécessairement
r = 0. Autrement dit h = kn et donc h € nZ. Conclusion H = nZ. O

5.2.3. Sous-groupes engendrés.
Soit (G,%) un groupe et £ C G un sous-ensemble de G. Le sous-groupe engendré
par F est le plus petit sous-groupe de G contenant E.

Par exemple si F = {2} et le groupe est (R*,Xx), le sous-groupe engendré par E est
H = {2" | n € Z}. Pour le prouver : il faut montrer que H est un sous-groupe, que
2 € H, et que si H' est un autre sous-groupe contenant 2 alors H C H'.

Autre exemple avec le groupe (Z,+) : si £y} = {2} alors le sous-groupe engendré par
Ey est Hy = 27. Si Ey = {8,12} alors Hy = 47 et plus généralement si £ = {a,b} alors
H = nZ ou n = pged(a,b).

5.3. Morphismes de groupes.
5.3.1. Définition et Propriétés.

Définition 5.6. Soient (G *) et (G',¢) deux groupes. Une application f : G — G’ est
un morphisme de groupes si :

pour tout z,2' € G f(zxa') = f(x) o f(2').

L’exemple que vous connaissez déja est le suivant : soit G le groupe (R,4) et G’ le
groupe (R*,x). Soit f : R — R¥ l'application exponentielle définie par f(z) = exp(x).
Nous avons bien

flz +2') = exp(z + ') = exp(z) x exp(z’) = f(x) x f(z).
Et donc f est bien un morphisme de groupes.

Proposition 5.2. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes alors :
o flec) = eqr, 1
e pour tout v € G, f(z7') = (f(z)) .
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Il faut faire attention a I’ensemble auquel appartiennent les éléments considérés : eg
est I’élément neutre de G, eq celui de G'. Il n’y a pas de raison qu’ils soient égaux (ils
ne sont méme pas dans le méme ensemble). Aussi 27! est I'inverse de x dans G, alors
que (f(:U))_l est I'inverse de f(x) mais dans G'.

Reprenons I'exemple de la fonction f : R — R* définie par f(x) = exp(z). Nous
avons bien f(0) = 1 : I’élément neutre de (R,+) a pour image 1'élément neutre de
(R%,x). Pour € R son inverse dans (R,+) est ici son opposé —z, alors f(—xz) =
exp(—x) = ﬁ = ﬁ est bien I'inverse (dans (R’ ,x)) de f(z).

Preuve.
e fleg) = fleg *eq) = f(eq) o f(eq), en multipliant (a droite par exemple) par
f(eq)™! on obtient eqr = f(eq).
e Soit # € G alors x x 27! = eg donc f(xxz71) = f(eg). Cela entraine f(x) o
1

f(z™') = e, en composant a gauche par (f(z)) ', nous obtenons f(z7!) =
-1
(f@)
O
Proposition 5.3. e Soient deux morphismes de groupes [ : G — G’ el g :
G'— G". Alors go f : G —> G" est un morphisme de groupes.

o Si f: G — G est un morphisme bijectif alors f~1 : G' — G est aussi un
morphisme de groupes.

Preuve. La premiére partie est facile. Montrons la deuxiéme : Soit 3,y € G’. Comme
[ est bijective, il existe z,2" € G tels que f(x) =y et f(2') =y Alors [~ (yoy) =
N f) o f(2) = [T (flexa)) = x*a’ = fHy)  f71(¥). Et donc f~! est un

morphisme de G’ vers G. O

Définition 5.7. Un morphisme bijectif est un isomorphisme. Deux groupes G, G’
sont isomorphes s'il existe un morphisme bijectif f: G — G'.

Continuons notre exemple f(z) = exp(z), f : R — R est une application bijective.
Sa bijection réciproque f~' : R% — R est définie par f~!(z) = In(x). Par la proposition
5.3 nous savons que f~! est aussi un morphisme (de (R*,x) vers (R,+)) donc f~*(z x
') = f(x) + f~1(2'). Ce qui s’exprime ici par la formule bien connue :

In(z x 2') = In(x) + In(2).

Ainsi f est un isomorphisme et les groupes (R,+) et (R*,x) sont isomorphes.

5.3.2. Noyau et image.

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Nous définissons deux sous-ensembles
importants qui vont étre des sous-groupes.

Définition 5.8. Le noyau de f est

Kerf={z€ G| f(z)=eq}
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C’est donc un sous-ensemble de GG. En terme d’image réciproque nous avons par dé-
finition Kerf = f~*({ec}). (Attention, la notation f~! ici désigne 'image réciproque,
et ne signifie pas que f est bijective.) Le noyau est donc ’ensemble des éléments de G
qui s’envoient par f sur ’élément neutre de G'.

Définition 5.9. L'image de f est
Imf={f(z)|z€G}

C’est donc un sous-ensemble de G’ et en terme d’image directe nous avons Imf =
f(G). Ce sont les éléments de G’ qui ont (au moins) un antécédent par f.

Proposition 5.4. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.

(1) Kerf est un sous-groupe de G.

(2) Imf est un sous-groupe de G'.

(3) f est injectif si et seulement si Kerf = {eg}.
(4) [ est surjectif si et seulement si Imf = G'.

Preuve.

(1) Montrons que le noyau est un sous-groupe de G.
(a) f(eq) = eq donc e € Kerf.
(b) Soient z,2" € Kerf. Alors f(z*xa') = f(z)o f(2') = eqr 0 eqr = e et donc
xxz' € Kerf.
(c) Soit x € Kerf. Alors f(z71) = f(z)™! = e/ = ec. Et donc 27! € Kerf.

(2) Montrons que I'image est un sous-groupe de G'.

(a) f(eq) = e donc eqr € Imf.

(b) Soient y,y’ € Imf. Il existe alors z,2' € G tels que f(x) =y, f(2') =y
Alors yoy' = f(x)o f(2') = f(xx2') € Imf.

(¢) Soit y € Imf et x € G tel que y = f(z). Alors y~! = f(z)™! = f(z7!) €
Imf.

(3) Supposons f injective. Soit z € Kerf, alors f(x) = eq donc f(x) = f(eq)
et comme f est injective alors © = eg. Donc Kerf = {e¢}. Réciproquement
supposons Kerf = {eg}. Soient z,2’ € G tels que f(x) = f(2’) donc f(z) <

1

(f(@) " = eq, don f(z)o f(z'™") = eq et donc f(zx2'™') = eq. Ceci

implique que zx2'~! € Kerf. Comme Kerf = {eg} alors zx 2"~ = e¢ et donc
x = 2'. Ainsi [ est injective.
(4) Clest clair!
O

Exemples 26. (1) Soit f : Z — Z définie par f(k) = 3k. (Z,+) est considéré
comme ensemble de départ et d’arrivée de l'application. Alors f est un mor-
phisme du groupe (Z,+) dans lui-méme car f(k+ k') = 3(k + k') = 3k + 3k’ =
f(k)+ f(K"). Calculons le noyau : Kerf ={k € Z| f(k) = 0}. Mais si f(k) =0
alors 3k = 0 donc k = 0. Ainsi Kerf = {0} est réduit a I’élément neutre et donc
f est injective. Calculons maintenant 'image Imf = {f(k) | k € Z} = {3k |
k € Z} = 3Z. Nous retrouvons que 37Z est un sous-groupe de (Z,+).
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Plus généralement sil’on fixe n € Z, n # 0, et que f est définie par f(k) = k-n
alors Kerf = {0} et Imf = nZ.

(2) Soient les groupes (R,+) et (U,x) (o U= {z € C| |z| = 1}) et f l'application
[ : R — U définie par f(t) = . Montrons que f est un morphisme : f(t+t') =
elHH) = it x ¢ = f(t) x f(t'). Calculons le noyau Kerf = {t e R | f(t) = 1}.
Mais si f(t) = 1 alors € = 1 donc t = 0 (mod 27). D’ou Kerf = {2k7 | k €
Z} = 2nZ. Ainsi f n’est pas injective. L’'image de f est U car tout nombre
complexe de module 1 s’écrit sous la forme f(t) = €.

5.4. Le groupe Z/nZ.
Fixons n > 1. Rappelons que Z/nZ est I'ensemble
Z/nZ = {G,T,Q, Sn— 1}
oll p désigne la classe d’équivalence de p modulo n.
Autrement dit

Pp=4d<=p=q (modn)

ouencore p=q<=dkecZ p=q+kn.
On définit une addition sur Z/nZ par :

P+q=p+gq
Par exemple dans Z/60Z, on a 31 + 46 = 31 + 46 = 77 = 17.

Nous devons montrer que cette addition est bien définie : si p/ = p et ¢/ = g alors
P =p (mod n), ¢ =q (mod n) et donc p'+ ¢ = p+¢q (mod n). Donc p + ¢ =p+q.

Donc on a aussi p’ + ¢ = p + g. Nous avons montré que 'addition est indépendante du
choix des représentants.

Proposition 5.5. (Z/nZ,+) est un groupe commutatif.

C’est facile. L’élément neutre est 0. L’opposé de k est —k = —k = n — k. L’associa-
tivité et la commutativité découlent de celles de (Z,+).

Définition 5.10. Un groupe (G,x) est un groupe monogéne s’il existe un élément

a € G tel que :

pour tout = € G, il existe k € Z tel que x = a*

Autrement dit le groupe G est engendré par un seul élément a.
(Z,+) est un groupe monogéne engendré par 1 (ou par —1).

Définition 5.11. Un groupe (G,*) est dit cyclique lorsqu’ il est monogéne et fini.
Le groupe (Z/nZ,+) est un groupe cyclique de cardinal n. En effet il est engendré

par a = 1, car tout élément k s’écrit k=1+1+---1=k- 1.
————

k fois
Voici un résultat intéressant : il n’existe, a isomorphisme preés, qu’'un seul groupe

cyclique a n éléments, c’est Z/nZ :

Théoréme 5.6. Si (G,%x) un groupe cyclique de cardinal n, alors (Gx) est isomorphe
a (Z/nZ,+).
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Preuve. Comme G est cyclique alors G = {...,a7%,a ' e,a,a®,a®, ... }. Dans cette écri-

ture il y a de nombreuses redondances (car de toute facon G' n’a que n éléments). Nous
allons montrer qu’en fait

G= {e,a,az,...,a"’l} et que ada" =e.

Tout d’abord I’ensemble {e, a,a?, ... ,a”_l} est inclus dans G. En plus il a exactement
n éléments. En effet si a? = a% avec 0 < ¢ < p < n —1 alors a?" 7 = e (avec p — ¢ >
0) et ainsi a? 9! = aP"9xa = a, a?"7% = a? et alors le groupe G serait égal a
{e,a,a® ... ,aP~7'} et n’aurait pas n éléments. Ainsi {e,a,a?,...,a" '} C G et les
deux ensembles ont le méme nombre n d’éléments, donc ils sont égaux.

Montrons maintenant que a” = e. Comme a" € G et que G = {e a,a? a™” 1}
alors il existe 0 < p < n—1 tel que a" = aP. Encore une fois si p > 0 Cela entralne
a" P = e et donc une contradiction. Ainsi p = 0 donc a™ = a° =e.

Nous pouvons maintenant construire l'isomorphisme entre (Z/nZ,+) et (G*). Soit
f: Z/nZ — G Vapplication définie par f(k) = a*.

e Il faut tout d’abord montrer que f est bien définie car notre définition de f
dépend du représentant k et pas de la classe k : si k = k' (une méme classe
définie par deux représentants distincts) alors k = k' (mod n) et donc il existe
l € Z tel que k =k +In. Ainsi f(k) = a* = a1 = ¥ xa = a¥ x (a")! =
a¥ « el = a¥ = f(K'). Ainsi f est bien définie.

e f est un morphisme de groupes car f(k + k) = f(k + k') = a*** = aF x a" =
f(E) % f(K') (pour tout k,k').

e Il est clair que f est surjective car tout élément de G s’écrit a”.

e Comme 'ensemble de départ et celui d’arrivée ont le méme nombre d’éléments
et que f est surjective alors f est bijective.

Conclusion : f est un isomorphisme entre (Z/nZ,+) et (G x). O

5.5. Groupe des permutations S,,.
Fixons un entier n > 2.

5.5.1. Groupe des permutations.

Proposition 5.7. L’ensemble des bijections de {1,2,... ,n} dans lui-méme, muni de la
composition des fonctions est un groupe, noté (S,,0).

Une bijection de {1,2,...,n} (dans lui-méme) s’appelle une permutation. Le groupe
(Sn,0) s’appelle le groupe des permutations (ou le groupe symeétrique).

Preuve.
(1) La composition de deux bijections de {1,2,...,n} est une bijection de {1,2,... n}.
(2) La loi est associative (par 'associativité de la composition des fonctions).
(3) L’¢lément neutre est l'identité.
(4) L’inverse d'une bijection f est sa bijection réciproque f~1.

Il s’agit d’un autre exemple de groupe ayant un nombre fini d’éléments :
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Lemme 5.8. Le cardinal de S,, est n! .

Preuve. La preuve est simple. Pour 1’élément 1, son image appartient a {1,2,... n}
donc nous avons n choix. Pour I'image de 2, il ne reste plus que n — 1 choix (1 et 2
ne doivent pas avoir la méme image car notre application est une bijection). Ainsi de
suite... Pour 'image du dernier élément n il ne reste qu’une possibilité. Au final il y a
nXx (n—1)x---x2x1=n!fagon de construire des bijections de {1,2,... n}. O]

5.5.2. Notation et exemples.

Décrire une permutation f : {1,2,...n} — {1,2,...,n} équivaut & donner les
images de chaque ¢ allant de 1 & n. Nous notons donc f par

{ 1 2 .- n }
) f@2) - fn)
Par exemple la permutation de S; notée

1 234567
375 461 2

est la bijection f : {1,2,...,7} — {1,2,...,7} définie par f(1) =3, f(2) =7, f(3) =5,
f(4) =4, f(5) =6, f(6) =1, f(7) = 2. C’est bien une bijection car chaque nombre de
1 & 7 apparait une fois et une seule sur la deuxiéme ligne.

L’élément neutre du groupe est Uidentité id ; pour S; c’est donc [1334287].

Il est facile de calculer la composition de deux permutations f et g avec cette notation.
Sif=1[52342%7]etg=[123128T7]alors gof s’obtient en superposant la permutation
J puis g

1234567
9°f_{267 1 543}
123

ensuite on élimine la ligne intermédiaire du milieu et donc g o f se note [J23136¢1].
Il est tout aussi facile de calculer I'inverse d’une permutation : il suffit d’échanger les
lignes du haut et du bas et de réordonner le tableau. Par exemple I'inverse de

f_t23as 67
375461 2

se note f~1 = | 18127 ou plutdt aprés réordonnement [ 2343 97].
5.5.3. Le groupe Ss.

Nous allons étudier en détails le groupe S3 des permutations de {1,2,3}. Nous savons
que S3 posséde 3! = 6 éléments que nous énumérons :

e id = [} 23] I'identiteé,

e 71 = [1 23] une transposition,

& T — [é % :{’] une deuxiéme transposition,
o 3 =[12 g] une troisiéme transposition,
e o =[}371] un cycle,

e 0! =[123] I'inverse du cycle précédent.
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Donc &3 = {id,Tl,Tg,Tg,O',O'_l}.

Calculons Ty oo et oo :

123
TI00 = |231]| =

123
231 =333 =m et com =131 =033 =m

Ainsi 71 0 0 = 75 est différent de o o 7y = 73, ainsi le groupe S3 n’est pas commutatif.
Et plus généralement :

Lemme 5.9. Pour n > 3, le groupe S,, n’est pas commutatif.

Nous pouvons calculer la table du groupe S3

of H id ‘ T ‘ To ‘ T3 ‘ o ‘ o~
id 5] T T3 o o~

75l id o ol roo=n]|

T o1 id o T3 75!

Ts o o 1] id T Ty

o 5l T o1 id

o1 Ty 5 | T id o

FIGURE 2. Table du groupe S3

Comment avons-nous rempli cette table? Nous avons déja calculé 7 o 0 = 75 et
. Comme foid = fetido f = f il est facile de remplir la premiére colonne
noire ainsi que la premiére ligne noire. Ensuite il faut faire les calculs!

On retrouve ainsi que S3 = {id,Tl,TQ,Tg,O',O'_l} est un groupe : en particulier la
composition de deux permutations de la liste reste une permutation de la liste. On lit
aussi sur la table I'inverse de chaque élément, par exemple sur la ligne de 75 on cherche
a quelle colonne on trouve l'identité, c’est la colonne de 75. Donc l'inverse de 7 est
lui-méme.

5.5.4. Décomposition en cycles.

e Nous allons définir ce qu’est un cycle : c’est une permutation ¢ qui fixe un
certain nombre d’éléments (o (i) = i) et dont les éléments non fixés sont obtenus
par itération : j,0(5),0%(j), ... C’est plus facile & comprendre sur un exemple :

1234567 8
9711 83526 7 4

est un cycle : les éléments 1,3,6,7 sont fixes, les autres s’obtiennent comme
itération de 2 : 2+ 0(2) = 8 = o(8) = 0%(2) = 4 — 0(4) = 03(2) = 5, ensuite
on retrouve 0*(2) = o(5) = 2.

e Nous noterons ce cycle par

(278 45)
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Il faut comprendre cette notation ainsi : 'image de 2 est 8, I'image de 8 est
4, I'image de 4 est 5, I'image de 5 est 2. Les éléments qui n’apparaissent pas
(ici 1,3,6,7) sont fixes. On aurait pu aussi noter ce méme cycle par : (8 4 5 2),
(4528)ou(5284).

e Pour calculer I'inverse on renverse les nombres : I'inverse de 0 = (2 8 4 5) est
ol =(5482).

e Le support d’un cycle sont les éléments qui ne sont pas fixes : le support de o
est {2,4,5,8}. La longueur (ou 'ordre) d’un cycle est le nombre d’éléments
qui ne sont pas fixes (c’est donc le cardinal du support). Par exemple (2 8 4 5)
est un cycle de longueur 4.

e Autres exemples: o = [133] = (123) est un cycle de longueur 3; 7 =[1%33] =
(2 4) est un cycle de longueur 2, aussi appelé une transposition.

e Par contre f =[1239257] n’est pas un cycle; il s’écrit comme la composition
de deux cycles f = (1 7) o (3 5 6). Comme les supports de (1 7) et (3 5 6) sont
disjoints alors on a aussi f = (356) 0 (1 7).

Ce dernier point fait partie d’un résultat plus général que nous admettons :

Théoréme 5.10. Toute permutation de S, se décompose en composition de cycles a
supports disjoints. De plus cette décomposition est unique.

Pour l'unicité il faut comprendre : unique a I’écriture de chaque cycle prés (exemple :
(356) et (56 3) sont le méme cycle) et a ordre prés (exemple : (1 7)o (3 5 6) =
(356)0(17)).

Exemple : la décomposition de f =[:23$357%] en composition de cycle a supports
disjoints est (15 3) o (4 8)o (6 7).

Attention, si les supports ne sont pas disjoints alors cela ne commute plus : par
exemple g = (1 2)o(2 3 4) n’est pas égale a h = (23 4)0(1 2). En effet I'écriture de g en
produit de cycle a support disjoint est g = (12)o(234) = [i § % ﬂ =[3231]1=(1234)
alors que celle de hest h=(234)o(12)=1[3233]=(1342).
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