Chapitre 4.
Espaces Vectoriels

1 Espaces Vectoriels : Généralités
Dans tout ce chapitre K désigne 'un des deux ensembles R ou C.

4¢1 Loi de composition interne

Définition : Soit £ un ensemble non vide. On appelle loi de compoéitz'on interne (en

- abrégé LCT) sur F toute application de E x E dans E.
b . . L. ’ y
C’est donc une application qui & chaque couple (z,y) d’éléments de E fait correspondre

un unique élément z x y de E, ol * dénote le signe de la loi.

Exemples :
1) Soit E = R™ produit cartésien d’ordre n de R. L’addition

T4y = (T1+y2, " ,Tn+Yn)

de deux n— uplets © = (1, -+ ,Tn) et y = (y1,- - ,Yn) est une LCI sur R™.
2) Sur E = R* la division est une LCT : ;

(z,y) — -;—7 (division de z par y).
3) Soit F = A(R) l’ensemble de toutes les applications f : R — R. L’addition, la
multiplication et la composition de deux applications sont des LCI sur E.

1.2 ‘Propriétés des LCI

Soit E un ensemble non vide et * une LCI sur E.
— La loi % est dite associative si et seulement si :

(zxy)xz=a*(y*2)

pour tout (z,v,z) dans E.
_ La loi % est dite commutative si et seulement si :

 TRY=YXT

- pour tout (z,y) dans E2.
==TLa loi * admet un élément neutre e si et seulement si :

Txe=exT =0T

pour tout x dans F.
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Exemples ,:

1)‘Dans R Taddition et 1g multiplication sont commutatives et associatives : ‘ : S

THY=y+z, 4+ @U+2)=(c+y)+2
2y =2, a(yz) = (zy)2

pour tous z,y, 2 € R. L’addition admet 0 comme élément neutre alors que la multiplication .
admet 1 comme élément neutre,

2) Dans A(R) P’addition et 1a multiplication sont des LCT associatives et commutatives.
La composition des applications est une LCT associative mais non commutative. L’appli-

cation identité Id : & — z est 1’6lément neutre pour la loi de composition des applications;
en effet

Vf € AR),Vz €R, (fold)(z) = (Ido f) (z) = f(x).
1.3 Loi de composition externe

Définition : Soit E un ensemble non vide. On appelle loi de composition externe sur E
& opérateurs dans K toute application de K x E dans E.

C’est donc une application qui & chaque couple (A, z) € K x E associe un unique élément
de E que 'on note A\.x ou \z.

Exemples :
1) Dans R™ le produit d*un vecteur 2 — (#1,- -+ ,z,) par un réel A

Az = Az, -+, Azy)

est une loi de composition externe sur R".
2) Dans A(R) la multiplication d’une application f par un réel A

Af itz = Af(z)
est une loi de composition externe sur A(R).
.1.4 Espaces vectoriels
Définition générale : Soit E un ensemble non vide sur lequel sont définies une LCT
+:EXE—E (z,y)—z+y (addition)
et une loi de composition externe & opérateurs dans K
. :KxE—FE (M\z)~ Az  (multiplication par un scalaire).

On dit que E est un espace vectoriel sur K (ou bri¢vement un K— espace vectoriel) si les

i iti i riétés suivantes :
deux lois de composition satisfont aux prop tés e o
(A1) L’addition 4 est commutative, associative et admet un elemen? I'leutre, noté Og
(A;) Tout élément = de F admet un unique symétriqtle, noté —z, vérifiant

z+ (—z)=(-z)+2z=0g.

(As) Pour tous z,y € E, et tout A € K, A(z+ y) =AM+ Ay
(A4) Pour tout € E, et tout A, pu € K, A+ p) = Az + u
(As) Pour tout z € B, et tout A, u €K, Mpz) = (Ap)z.
(Ag) Pour tout z € E, lz = =.
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On convient d’appeler les éléments d’un espace vectoriel par vecteurs.
Exemples :
1) R™ est un espace vectoriel pour les lois suivantes :

T+y=(T1+Y2, %o+ Yn) (%)
Az = (AT1,: -+, ATp)

avec £ = (z1, * ,Tn), ¥y = (Y1, ,Un) et AER.
Dans le cas n = 2, on retrouve le plan réel Vo = R? :

0
(Régle du parallélogramme)

2) De fagon analogue, C™ est aussi un C— espace vectoriel muni des lois de composition

(%)- .
3) Soit E = R, [X] I'ensemble des polyndmes & coefficients réels de degré < n. Etant
donné deux polyndmes

P(X)=ao+ X+ +a,X" et Q(X)=bo+bX+:--+bnX"
dans Ry [X], on définit la somme de P et @ par

(P +‘Q)(X) = (ag + bo) + (a1 + b1) X + -+ + (an + D) X™. (S)

Le produit par un scalaire ) est défini par

(AP) (X) = Aap + Aar X + -+ AanX™. (P)

Muni des lois de composition (8) et (P), Rp [X ] est un espace vectoriel sur R. :
4) A(R) muni des lois de composition ”somme de fonctions” et ”produit d’une fonction

par un scalaire” est un R— espace vectoriel.

1.5 Regles de calcul dans les espaces vectoriels

Les axiomes (A1) — (As) de définition d’un espace vectoriel entrainent les propriétés de

calcul suivantes :
(P1) Pour tous ,Y,2 € E, (z+z=ytzeT= ).

(P,) Pour tout © € E; 0.z=0g.
(Ps) Pour tout scalaire A € K, A.0g =0g. L
(Py) Pour tout A € K et tout z € E, (Az =0g) & (A=00uz="0g).
(Ps) Pour tout = € I, (-1)z =—z.
Exercice. Soient A € K et 2,4 € E. Montrer que
D) (cNz=— (o) =A(-2) |
2) (/\:c__..‘)\y)ﬁ()\:Ooum=y), o el 'O)'-
Exemple : Dans le cas E = R" (ouC"), I'élément neutre pour 'addition est Op = (0, - +0).

P it i le vecteur —z = (—=T1," "~ =F)
 Le symétrique d’un vecteur T = (215 ,Tp) est le v . (=21, )
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2 Sous-espaces vectoriels, combinaisons linéaires
2.1 Sous-espaces vectoriels

Soit E un K- espace vectoriel et F' un sous-ensemble non vide de E.

Définition. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E (brievement K— s.e.v.) si

F es? un K— espace vectoriel pour les opérations d’addition et de multiplication par un
scalaire induites par E.

Autrement dit, F' vérifie les axiomes (A1) — (Ag) pour les lois de composition + et -

héritées de E. En pratique il est commode d’utiliser le critére simple suivant pour déterminer
les sous-espace vectoriels :

Premier critére : Un sous-ensemble F de E est un sous-espace vectoriel de E si et seule-
ment si :

(i) F#£0.
(ii) V(z,y) e Fx F, z+y€F. (stabilité pour 'addition)
(ili) Ve € F,YA €K, Az € F. (stabilité pour la multiplication)

En effet les conditions (i), (ii) et (iii) permettent de conclure que O € F' (élément neutre
pour I'addition). Les autres propriétés (commutativité, associativité de 1’addition, axiomes
(A3) — (Ag)) restent inchangées comme elles le sont pour E. ;

Le critére précédent peut encore étre simplifié sous la forme suivante :

Deuxieéme critére : Un sous-ensemble F' de E est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si

(i) F#0.
(iib) V(z,y) € Fx F, VA€K, 2+ Ay €F.

En effet, on vérifie facilement que les conditions (i) et (ii) du premier critére sont équivalentes
4 la condition (iib) du deuxiéme critere.

Exemples :
1) R est un R— s.e.v. de C. Plus généralement, R™ est un R— s.e.v. de C".

2) Q n’est pas un R— s.e.v. de R bien qu'il soit stable pour 'addition. En effet, pour
A=+2etz=10nalx= V2 ¢ Q. Donc la condition (iii) n’est pas vérifice. :

3) Le plan F = {(z,,2) €R®:z = y} est un sous-espace vectoriel de R3. -
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" Proposition 2.1 : Soit E un K— espace vectoriel et soit {F; : ¢ € I'} une famille quelconque
de sous-espaces vectoriels de E. Alors I’intersection ﬂFi est un sous-espace vectoriel de E.
: icl
Démonstration. En effet, soit F' = ﬂFi Pintersection de cette famille (I étant I’ensemble
iel
d’indices). On a Og € F puisque Og € F; pour tout 4 € I. Soient z et y dans F' et A € K.
Alors_ 2,y € F; pour chaque i € I. Il en résulte que x + Ay € F; (car F; est un K— s.e.v. de
E) pour tout i € I. Par définition de l'intersection ceci implique que z+ Ay € F'. B
Remarque. La réunion de deux sous-espaces vectoriels d'un méme espace vectoriel n’est
pas en général un sous-espace vectoriel. Exemple : dans R? la réunion de ’axe des abscisses
et de I’axe des ordonnées n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.

Exercice. Soit E un K— e.v. et Fi, F5 deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que la
réunion F; U Fy est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si Fy C F3 ou Fy C Fi.

~ 2.2 Combinaison linéaire

Soit E un K— espace vectoriel.

Définition. Soit {z1, - ,2zn} une famille finie de vecteurs de E. On appelle combinaison
n

linéaire des vecteurs z; tout vecteur z de E de la forme o = Z)‘iwi ou les A; appartierinent

i=1

e a K 4
Remarque. Une méme combinaison linéaire z des vecteurs 1, , T, peut s’écrire sous - - .
plusieurs formes avec différents coefficients A;.

Exemple : E =R?, z; = (=1,1), 22 = (2,1), z3 = (1,0) et & = (2,2). On peut vérifier que
T =x1 + Ty + T3 = 2T — 223 = 2z + 4x3. s

Posons G = {x1, - ,Zp} et considérons I'ensemble .

. o | |
vect (@) = {Z)\zw, t (M, A) €K

i=1

de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs zy, - - ,Zn.

Notons que vect (G) est un sous-espace vectoriel de E. En effet, clairement O € vect (G)
 car Og = 0.7y + -+ - + 0.z, En outre, soient z = S0 aiw; et y = )i, fix; dans vect (G) .

!L;
T
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(avec o4, Bi €K, i=1,--- ,n). Pour tout A€ K, on a

n

: n n
T4+ Ay = Z G T; + Z ABiTi = Z(ai + ABi)zi.

=1 i=1 i=1
Par conséquent, & + Ay € vect (G).

Proposition 2.2. Soit G = {z1,-- ,o,}. L’ensemble vect (G) est le plus petit Sous-espace
vectoriel (au sens de 'inclusion) de E contenant G.

Commentaire. L’énoncé de la proposition signifie que tout sous-espace vectoriel F' de E qui
contient G contient aussi vect (G).

Démonstration. En effet, tout sous-espace vectoriel F' de E qui contient G contient aussi
(par stabilité pour I'addition et la multiplication par un scalaire) toutes les combinaisons
linéaires d’éléments de G. B

Exemples :
1) Dans R3, soient z; = (1,1,0) et zo = (0,0,1)

vect (21, 22) = {(a, a,0) : (a,0) € Rz} = {(z,9,2) eR:z =1y}

on retrouve ainsi le plan illustré dans le paragraphe précédent.
2) Dans R3 [X],

vect (1, X, X2) = {a+ BX + 74X : (2, ,7) €K’} =Ro [X].

Définition. Soit F un sous-espace vectoriel de E et G = {1, - , 2} une famille de vec-
teurs de E. On dit que la famille G est génératrice de F' si F' = vect (G).
 Remarque. Ceci est aussi valide dans le cas particulier ot F' = E. Dans ce cas, G est
~ génératrice de E si et seulement si tout élément de E est combinaison linéaire des vecteurs .
@1, -+ ,Tp. Dans tout ce cours, nous ne nous'intéresserons qu’aux espaces vectoriels en-
' gendrés par des familles finies : d

Définition. Un espace vectoriel E est dit de dimension finie si E admet une partie finie:G
génératrice de E. T ' : g4

2
iR

Exemples. - :
1) Soit E = R". Considérons la famille de vecteurs {e1, €2, ,en} OU

61-——_(170;"':1)’-”aei=(010)"'1 1 aO)"':O)’-"’eﬂ-:(O:O:""l)

iémeplace ‘

appelés vecteurs unités de R™. Siz = (z1, - ,&n) est un élément quelconque de R™ alors .
clairement . =
T = Z Zi€;.
i=1

Par conséquent, {e1, ez, " ,€n} est une par‘&ie. génératrice de R™.
2) Dans E =R, [X], la famille de vecteurs {1, X, -+, X™} est génératrice de B

.3 Famille libre, liée,'bdse, dimension i 5 iif

o e FamilIé-libre, liée

I

Soit E un K— ev et §={z1," B 2y prié :;fam;ll‘lié de vecteurs de E.

Définition. On dit que la famille de vecteurs {1, -+, @n} est libre (ou que les vecteurs
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371, ERE. sont lmeazrement mdependants) si pour tout (a1, -:,an) € K%, la conditioﬁ
a1%1 + +* + oy = Op implique que oy = -+ = an = 0.
" Exemple. Soient E = R? et e; = (1,0), e = (0,1). Alors le systeme {el,ez} est libre dans -
E. En effet, soit (a1,02) € R? tel que one; + azex = 0p. Or aner + azez = (al,ag) Donc
(o1, a2) = (0,0) et par suite oy = aa = 0. S
Définition. Une famille de vecteurs {1, - ,Zn} qui n'est pas libre est dite lide (on d1t
dans ce cas que les vecteurs zy,- - - , Zn sont linéairement dépendants).
Ainsi la famille {1, '+ ,@n} est liée si et seulement si il existe une suite de scalaires
a1, - ,an non tous nuls (ce qui revient & écrire (a1, ,0n) # Ogn) tels que a1y +
+ Qndn = OE
La notion d’indépendance est étroitement liée & 1'unicité de représentation dans les combi-
naisons linéaires. Ainsi on a la

Proposition 3.1. Une famille de vecteurs {z1,--- ,Zr} est libre si et seulement si pour

tout couple de n— uplets (v, ,an) et (By,--- ,Fa) dans K", la condition
n n 8
> oz = > Bizi. : )
i=1 i=1

implique que oy; = B; pour ¢ =1, -+ ,n

Preuve. =) Supposons {z1,- -+ , %} libre. Soient (a1,- -, om) €t (B, - Bn) dans K™ tels
que 'égalité (x) soit vérifiée. Alors

Og = Zazwz Zﬂm Z(ai — Bi)zs.

=1 i=1 =

On en déduit alors que o1 — 1= =ap — B =0.
<) Inversement, supposons la proprlete d’unicité de représentation vérifiée et montrons
que {1, - ,Zn} est libre. En eflet, soit (o1, ,an) dans K" tel que % oz = 0p. On
a donc Zl_ o;w; = 3 0.z;. Par unicité de représentation, on en déduit que o; = 0 pour
i=1,- n. B
- Citons quelqueb propriétés rapides des familles hbreb et lies qui découlent d1reutement de
la définition :
1) Toute famille contenue dans une famille libre est libre.
2) Si une famille de vecteurs contient une sous-famille liée, la famille est elle

méme liée.
3) Une famille réduite a un seul vecteur est libre si et seulement si ce vecteur

‘est non nul.

4) Une faimille est lide si et seulement si I'un de ses vecteurs est combinaison

* linéaire des autres.

En effet, les propriétés 1) — 3) sont évidentes. Prouvons 4). Soit S = {z1,--- , Tn}
une famille de vecteurs de E. Supposons que S est liée. Alors il existe une suite de scalaires
a1, ,ap 101 tous nuls tels que Y i, a;z; = Op. Il existe au moins un indice k € {1, ,n}
tel que 76 0. On a alors

zsék 7k

en posant fJ; = —a;/ay pour i € {1,--- ,n}\{k}. i
Tnversement, supposons que 1'un au moins des vecteurs de S est combinaison linéaire desi

autres. Quitte & renuméroter les vecteurs, on peut supposer que 1 est combinaison hneaxre“.'i 2

des vecteurs g, ,Zp. Il existe donc des scalaires 7g,-** ,7n tels que z; = 21_2 'ylmt 5
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~Ainsi —21 + 7222+ -+ - + YaTn = 0. La famille S est donc liée ('un au mois des coéfﬁbcienrt‘s.’v
" =1,72,:*+ , Y est non nul). : 3 : R

: VRﬁemarque._ Deux vecteurs u et v sont dit colinéaires s'il exisf.e A€ K tel que u = )vou
v = Au. Il résulte de la propriété 4) qu'une famille de deux vecteurs {u,v} est liée si et ssi
les deux vecteurs u et v sont colinéaires. i R

Exemples. )
1) Dans R™ (ou C") la famille des vecteurs unité {ej,* ,e,} est libre; en effet, l’égalité'
> ie; aie; = Og équivaut dans ce cas & (a1, -+ ,an) = (0, ,0). :

2) Dans Ry, [X], la famille de vecteurs {1, X, -+, X"} est libre (un polynéme est nul si

‘et ssi tous ses coefficients sont nuls).
3) Soient u = (1,1), v = (2,1) et w = (0,1). Le systéme {u,v,w} est lié dans R%. En -
effet, soient aQ, B,~ dans R. L’égalité au + fv + yw = 0 équivaut au systeme '

a + 208 =0 o = —20
{a+ﬂ + 9 =0 ‘E’{y=ﬁ.

En prenant § = 1, on trouve ainsi que —2u +v +w = 0.

Proposition 3.2. Soit S = {z1, '+ ,2,} une famille libre d'un K— ev E et z un vecteur
de E tel que = ¢ vect (S). Alors la famille SU {z} est libre dans E.

Démonstration. En effet, soient o, o1, - - , ap, dans K tels que ax+ o121+ - +0onn = 0.
Nécessairement, on a & = 0 (car sinon, on aurait £ = —(a1/a) 1 — - — (@n/)Zn € vect (S)
absurde). Donc a1 + -+ + ap@y, = 0 et par suite oy = --- =, =0. B 5

' 3.2. Bases et dimension d’un espace vectoriel

Soit-E un K— espace vectoriel.
Définition. Une famille de vecteurs {z1, - ,Zn} de E est dite une base de E si elle est
libre et génératrice de E. ;

Exemples. .
1) Dans E = R" (ou C") la famille des vecteurs unités {e,-- ,en} est une base. On

Pappelle base canonique de E. _
2) Dans E = R, [X], la famille de polynémes {1, X,--- , X"} est une base.

On a la caractérisation importante suivante des bases d'un espace vectoriel :

Proposition 3.3. Une famille de vecteurs {z1, - ,Tr} est une base de E si et seulement
si pour tout vecteur z de E il existe un unique n— uplet (o, - ,an) € K® tel que.
5 :
T = Z e TR R (*)
i=1. : ;
Commentaire. L'écriture () s’appelle représentation du vecteur z dans la base {z1, -, Tn}.

Les coefficients ay, - -+ , 0 (uniquement déterminés) s'appellent les coordonnées du vecteur

z dans la base {z1," - ,Zn}.

Démonstration. c’est une conséquence immédiate de la Rroposition 3.1 et du fait que

{z1,-+,Tn} est génératrice de . W

Nous aurons besoin dans ce qui suit du lemme suivant :

tz. Soit E un K— espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E.

Lemme de Steini
Alors toute famille S de .

On suppose que F' admet une famille génératrice G de n éléments.
F ayant n+ 1 ¢léments est liée. - '
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Démonstration. Nous allons montrer 1’énoncé du lemme par récurrence sur n.> 1.

Pour n = 1, F est un sev engendré par une famille constituce d’un seul vecteur {zo}. .

- Soient z et y deux vecteurs de F. Alors z = azg et y = Bxg avec o, B € K. Il est clair que
les deux vecteurs z et y sont colinéaires. Par conséquent, la famille {z,y} est lice.

Supposons la propriété du lemme vraie a l'ordre n et montrons qu’elle est aussi vraie &

’ordre n+ 1. Supposons que le sev F' de E est engendré par une famille G = {z1,+* ,Zn41}

de n + 1 vecteurs. Soit S = {y1, - ,Uns2} un systéme de n + 2 vecteurs de F. Chaque

vecteur yi s’écrit sous la forme :
n+1

Sy k
Yk = Z ;T
i=1

avec af (1<ig<n+1letl<k<n+2) des coefficients dans K.

SiVk € {1,---,n+2}, aﬁ“ = 0, alors 71, ' ,Un+2 appartiennent au sous-espace
vectoriel Fy := vect (z1, - - , ). Par hypothése de récurrence, la famille {1, - ,ynt+1} est
liée. Il en est donc de méme de {y1,: - ,Ynt2}-

Supposons maintenant que 'un au moins des coefficients of,; (1 < k < n+2) est non
ey . 2
nul. Quitte & renuméroter les vecteurs y, - ,Yn+2, ON SUPPOSETa que of't? # 0. Posons

Ak = aﬁ+1/aﬁﬁ et 2p:i=UYk— MYnt2 pourk=1,--- ,n+1L

Alors z, = Y0 (af — /\icx?“)mz- € vect (z1,++ ,2,) = Fo pour k = 1,---,n+ 1. Par
hypotheése de récurrence, on déduit que la famille {z1, - ,2n41} est liée. Il existe donc
B, Ba+1 non tous nuls tels que Z?:ll Biz; = 0g. Or

n+1 n+l n+1
S s A (z m) g
i=1 =1

=1
Par suite, la famille {y1,- - ,Yn+2} est liée. Ceci compléte la preuve du théoreme. B

Une conséquence immédiate du lemme de Steinitz est la propriété fondamentale suivante
des bases dans un espace vectoriel : '

Proposition 3.4. Si un K— espace vectoriel £ admet une base constituée de m vecteurs
(n > 1), alors toutes les bases de E' sont constituées de n vecteurs. :

Démonstration. Soit B = {z1,*- ,%n} une base de n vecteurs de E. Considérons C =
{v1," " ,Ym} une autre base de E constituée de m vecteurs (avec m > 1). Si on avait
m > n+ 1 alors d’aprés le lemme de Steinitz la famille C serait liée (car contenant au moins
une sous-famille liée de n + 1 vecteurs). Donc nécessairement m < n. En inversant le rdle
de B et C, on voit aussi pour la méme raison que n < m. En conclusion, on_obtient que

m=n. 0
Introduisons maintenant la notion de rang d'un systéme de vecteurs :

Définition. Soit S un systéme fini de vecteurs de E non tous nuls. On appelle rang de S
(que P'on note rg (:5)) le nombre cardinal maximal des sous familles libres de S.

Autrement dit, le rang de S est le nombre maximal d'éléments parmi toutes les sous-familles
libres de S. Comme S contient au moins un vecteur non nul, on a 1 < rg (S) < card (S), ot

card (9) est le cardinal de S (nombre d'éléments de 5). En particulier :
Propriété. Si § est un systéme libre, on a rg (S) = card (S).
Si § = {0z}, on convient de poser rg (5) := 0.

Exemples : .
1) Soit E = R2 et 1 = {u,v,w} ot u=(=1,1),v = (1,2) et w = (0,3). On remarque

que les seules sous-familles libres de S sont : {u}, {v}, {w}, {u,v}, {u,w} et {v,w}. Par

i - conséquent, le rang de 97 est 2.
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2) Soit B = R3[X] et S = {0,X,1+ X, X2}, Les seules sous-familles libres de S r
sont : {X}, {1+ X}, {X?}, {X,1+X}, {X,X2}, {1+ X,X2} et {X,1+ X,X?}. Par -
conséquent, le rang de Sy est 3. ; ! SRR
Définition. Soit S un systéme fini de vecteurs de E non tous nuls. On appelle sous-famille
de base de S toute sous-famille libre T' de S dont le cardinal est égal au rang de S.

Exemples. Dans I’exemple 1) ci-dessus, {u, v}, {1, w} et {v, w} sont toutes des sous-familles
de base de S1. Dans I'exemple 2), {X,1+ X, X?} est la seule sous-famille de base de S.

Théoréme 3.1. Soit S un systéme fini de vecteurs de E non tous nuls et T’ une sous-famille

de base de S. On a I'égalité : vect (S) = vect (T).

Démonstration. Comme T' C S, on a l'inclusion vect (T)) C vect (). Pour montrer Iinclu-

sion inverse, il suffit de prouver que S C vect (T). Supposons par ’absurde que S ¢ vect (T).

Alors il existe un vecteur u € S tel que u ¢ vect (T). Vu que T est libre, ceci entraine (voir
- Proposition 3.2) que le systéme 7" := T' U {u} est aussi libre. Ainsi 7" est une sous-famille

‘libre de S de cardinal card (T") = card (T) +1 = rg(S) + 1. Ce qui contredit la définition
durang de S. B

Une conséquence de la Proposition 3.4 et du Théoreme 3.1 est le résultat suivant :

Théoréme 3.2. Tout K- espace vectoriel de dimension finie admet au moins une base et
toutes ses bases ont le méme nombre d’éléments.

Définition. Soit E un K— espace vectoriel non nul de dimension finie. On appelle dimen-
sion de E, et I'on note dimg (E), le nombre d’éléments de 'une de ses bases.

S’iln’ y a pas d’ambiguités sur ’ensemble K, on notera la dimension de F tout simplement
par dim (E). :

Convention : L’espace vectoriel nul {0} est de dimension 0.

Exemples.
dimg (R") =dim¢ (C*) =n et dimgR,[X]=n+1.

Exercice. Montrer que C" est un R— espace vectoriel de dimension 2n. (on considérera la
famille {e1,--- ,en,te1, - ,ien}).

Remarque. Soit S un systéme fini de vecteurs de E non tous nuls. Alors rg (S) = dimg vect (S).
C’est une conséquence du théoréme 3.4. : :

Théoreme 3.3. Soit £ un K- espace vectoriel de dimension finie n > 1. Soit S =
{z1," -+ ,zn} une famille finie de n vecteurs de E. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1) S est une famille libre.

2) S est une famille génératrice de E.

3) S est une base de E.

Démonstration. 1) = 2). Supposons par I'absurde que S n'est pas génératrice de E. Alors
il existe u € E tel que u ¢ vect (S). Il en résulte que le systéme S’ := SU {1} est libre (voir
Proposition 3.2). Soit B une base quelconque de E. La famille 5" := S’ U B est génératrice
de E et contient une sous-famille libre S’ de cardinal n + 1. Donc rg (S”) > n + 1. Or (voir
remarque ci-dessus), rg (S”) = dim vect (S") = dim (E) = n. Ce qui est absurde.

2) = 3). Soit 7" une sous-famille de base de S. D’aprés le théoréme 3.1,: vect (T) =
vect (S) = E. 1l en résulte que T est une base de E. Par suite, card (T') = dim(E) = n.
Ainsi T C S et card (T') = card (S). On en déduit que T' = S et par conséquent que la
famille S est une base de E. »

3) = 1). Evidente.

Remarque. En général, si E est un ev de dimension n et S est une partie finie quelconque
de E de cardinal p > 1, on a :
(a) (S libre) = (p < n)

A0
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(b) (S génératrice de E) = (p >n).

En effet, (a) résulte du lemme de Steinitz et (b) résulte du fait que toute famille génératrice
de F contient une base de E (voir la démonstration de limplication 2) = 3) ci-dessus).
Théoréme 3.4 (base incompléte) ‘

Soit E un K— espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit {z1, -+ ,zp} une famille
libre de p vecteurs de E avec 1 < p < n. On peut trouver n — pvecteurs de E, 1y, - - :
tels que la famille {zy, - - 1Tp, Tpy1, -+ ,Tn} forme une base de E.

Démonstration. Notons S = {21, ,2p} et considérons I'ensemble £ de toutes les parties
libres de E contenant S. On a £ # (car au moins S € L) et card (T) < npourtowt T € £
(voir remarque (a) ci-dessus). Il existe donc une partie Ty € £ de cardinal m maximal :

m = max{card (T) : T € L}. ' (*)

1 Tn,y

Montrons que vect (Tp) = E. Supposons par 'absurde le contraire. Alors il existe g € E
tel que o ¢ vect (Tp). D’apres la proposition 3.2 la famille T} := TyU{zo} est libre; de plus
elle contient S. Donc T} € £ et card (T1) = m + 1. Ceci contredit la maximalité (x) de m.
En conclusion Tj est une famille libre et génératrice, donc une base, de E contenant S. H

4 Dimension de sous-espaces vectoriels

Proposition 3.5. Soit F' un sous-espace vectoriel d'un K— espace vectoriel E de di-
mension finie. Alors dim (F) < dim (E).
L’égalité dim (F') = dim (E) a lieu si et seulement si F = E.

Démonstration. Posons n := dim (E) et p := dim (F). S$i F = {0}, onap=0 < n. Si
F+ {0}, il existe une base S = {uy, - -- ,Up} de p vecteurs de F'. Comme. S est une famille
libre de E, on ap < n (voir remarque (a) précédant le théoreme de la base incompléte).
~-Supposons maintenant que p = n. Alors d’aprés le théoreme 3.3, S est une base de E. Donc

F=vect(S)=E. 1

Définition. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K— espace vectoriel E. On
appelle somme de F et de G le sous-ensemble F' + G de E défini par

F+G@={z+vy:(z,y) € FxG}.

Exemple. E=R? F={(z,0):z€R} et G={(0,z):z € R}Q. On a

F+G={(z,0+0,9): (z,9) R} ={(z,9) : (z,9) e R} =R%.
Proposition 3.6. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K— espace vectoriel E.
L’ensemble F + G est un sous-espace vectoriel de E. -
Démonstration. On a0 =0g+0g € F+G. Solentu =z +yetv= :1;” +9 dans 117+G
(avec (z,2') € F? et (y,9') € G?) et soit A € K. On a u+ v = (z+Az') + (y + Ay). Or

)

z+ M’ € Fety+ Ny € Gcar F et G sont deux sev de E. Donc u+ v € F +G.

Théoréme 3.5. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K— espace vectoriel E de
dimension finie. Alors F' + G est un espace vectoriel de dimension finie et °

dim(F+G)=dim(F)+dim(G)—dim(FnG)_ | : : (*)

Démonstration. (théoréme admis). B

i 2 ‘vectoriels d’un K— espace vectoriel E. On dit
Définition. Soient F' et G deux sous-espaces vect ace
; zﬁlglst;?nme F+G de F et de G est directe si FNG = {0g}. On écrit dans ce cas F'® G
qu

au lieu de F + G. :
Exemple. E =Ry [X], F={aX :a€ R} et G = {aX?:a EIR} La somme

e
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P +G = {aX +BX2%: (o, B) ERZ} est directe car F N G = {0}.

-
0 R 3 : LEL Somme t d it est dll‘ecteSl et Seulement S1 : v

dim (F' + G) = dim (F) + dim (G) . _ (%) : s L

]ez:if:',?;lizzr;t;ﬂo: {=5) fupp((;’sgns (;:1ue lasomme F'+@ est directe. Il est clair que I'égalité (xx) - Tt @
g e} ouG = {0g}. On supposera donc que F # {0z} et G # {0g} Soient E
. Lyt ) ’f’f} une base de F' et T' = {g1,--- , g4} une base de G (ol p = dim (F) et
g = dim (G)). L’égalité (xx) sera prouvée si on montre que SUT = {f1,-,f e
esit Pne base de F' 4+ G. Vu la construction de F' + G, il est clair que S’U T ,esi’gil,e falz,tgfl}e
generatri'ce de F + G. Prouvons qu’elle est libre. En effet, soient oy, -,y €t f1,---, 0
des sca.lalres tels que >°%_; o fi +>°% | Bigi = 0g. Alors le vecteur Yo a; fip= — 2"? [’3;
appaqrtlent en méme temps & F et & G. Comme FFNG = {0g}, on en dzé_duit que > ¥ itfiz:z
— > +-10igi = Og. Vu que S et T sont libres, on en déduit ensuite que o = ,6-1210 pour
tous 1 <7< petl<j<q. En conclusion, SUT est une base de F' + G. "
<=) On suppose que I'égalité (x*) est vérifiée. En vertu de (), on a

dim (F N @) = dim (F) + dim (G) — dim (F 4+ G) = 0.

Donc FNG = {0g}. B
Définition. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K— espace vectoriel E. On dit
les sev E et F sont supplémentaires si E = F & G.

Proposition 3.8. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K— espace vectoriel E.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

(b) Vz € E, 3l (u,v) € F xG tel que z =u+v.
(c) dim (F) + dim (G) = dim (E) et FNG = {0g}.

Démonstration. (a) = (b). Soit z € E. Il existe (u,v) € F x G tel que ¢ = u + .
Montrons que (u,v) est uniquement déterminé. Soit («/,v') un autre couple dans F' X G tel
que z =u'+v'. Onadoncu+v = W+, soitu—u =v —v.Oru—u' =v'—vE FNG.

Donc u — v =v' —v =0g.
(b) = (c). Il est clair que FF + G =FE.Soitz€ FNG.On a
e
er €G eF €G

Par unicité de représentation dans (b), on en déduit que T = 0g. Ainsi FNG = {0g}.

D’apres le théoréme 3.5, on a

dim(E) = dim(F + G) = dim (F) + dim (G) — dim (F N G) = dim (F) + dim (G) .

(¢) = (a). F + G est un sous-espace vectoriel de E et
dim (F + G) = dim (F) + dim (G) — dim (F N G) = dim (F) + dim (G) -

Donc dim (F + G) = dim(E), dod F+G=E (par la proposition 3.5). B

Méthode pratique pour constru
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n €t

ire les supplémentaires :
F un sous-espace vectoriel de E de

plémentaire de F'.

dimension p.
; i {0g} et E est le seul sous-espace sup
lémentaire de F'.

- Sip=0, onaF=
E et {0p} est le seul sous-espace SUPP

_Sip—_-n,onaF=
A2




