Chapitre 9,
Applications linéaires

1 Définitions générales

Définition. Soient F et F' deux K— espaces vectoriels et f une application de E dans
F. On dit que f est linéaire si et seulement si

V(@,9) €Ex B, Y\ €K’ f(z+uy) = M(a) +pf(y).
L’ensemble des applications linéaires de E vers F' est noté L (E,F).
Exemple. Soient £ =R?%, F = R? et f définie par
V(way) @F&’z f{m:y) e (w_yam +y,2$)'
Alors f est linéaire.

Critére :

Une application f : E — F est linéaire si et seulement si :
(a) V(z,y) e EXE, f(z+ u; = f{x) + f(y). (f est additive)
(b) Vz € E, VA €K, f (Az) = Af(z). ( [ est homogene)

Exemples.
(1) E =R", 1 < i< n, lapplication e} : R™ — R définie par

& (z1, 7, 2n) = i
est linéaire. '
2)E=F=R [X] R—espace vectoriel de tous les polynémes a coefﬁcwnts réels. Pour
P(X)=ag+a1X + -+ + ap X™ dans R [X], le polyndme dérivé de P(X) est défini par
P(X)=m+aX+: -+ an Xt
L'application “dérivation des polynoémes”

§:R[X] = R[X] P(X)+~ P'(X)

est hnealre

(3) E A= (C l’apphcatmn
fiC—oC z—2Z

* est linéaire, C étant considéré comme R— e.v. de dimension 2

CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

2 Propriétés, régles de calcul

o ‘ P(;l) ; (01;3'3 )—; l:)‘Fu:ne appl»xc}atmn linéaire. Qn a le_s' propriétés suivantes :
P2) Ve € E, f(-2)= —f(z).
P3) V(z,1) € ExE, f(z-y)=f(2)- f).

P4) V(.’I:l,- o ,a:p) € Ep, V()\l,- . ,/\p) € Kp, I (i/\iwi = i/\if(mi).
1

Preuve. P1) on a f (Og) = f (0g +0g) = f (0g) + f (0g), d’otr f (Og) = Op.
P2) On a Op = f(0g) = f (z + (—2)) = f(z) + f(—z). D’ot le résultat.
P3) c’est une conséquence de P2) et de 'additivité de f.

P4) se démontre par récurrence. B

Définitions. Soient F et F' deux K— espaces vectoriels.

1) On appelle endomorphisme de E toute application linéaire de E vers E. L’ensemble
des endomorphismes de E est noté L(E)

2) On appelle isomorphisme de F vers F toute application linéaire bijective de E vers
F. L’ensemble des isomorphismes de E vers F est noté Isom (E, F).

3) On appelle automorphisme de E tout endomorphisme de E qui est bijectif. L’ensemble
des automorphismes de E est noté Aut (E).
Remarque. Par définition, on a Aut (E) = Isom (E, E).

Exemples.
1) L’application nulle © : E — F : z+— Op est un endomorphisme de E.
2) L’application identique Idg : & — & : z— gz est un automorphisme de E.
3) Pour a € K\ {0}, ’homothétie vectorielle ko : B — E : z — az est un automor-

phisme de E.
Propriété :
Soit f un isomorphisme de £ dans F'. I/application réciproque f~! est un.isomorphisme de
F dans E.

Opérations sur les applications linééires ;
Soient f,g € L(E, F) et .)\ e K.

1) La somme de f et g est 1’application linéaire,

vee B, (f+9) () =f()+4()

notée f + g, de E vers F' définie par

calaire ) est 'application lindaire, notée Af, de E vers F définie

2) Le produit de f parles
par :
Vz € B, (Af)(z)=Af(2).

Propriété :
L (E, F) est un espace vectoriel pour le

d’applications linéaires. _ ol o
| t. il est facile de vérifier que la somme est associative, commutative et ayant
5 nt neutre. L'inverse d'une application f € L(E,F) pour

S f(z). Les autres propriétés de produit par:

s opérations somme et multiplication par un scalaire

~Preuve. En effe :
- © (application nulle) pour é'lemfe
~ Iopération somme est l'application '
_ un scalaire résultent directement des propri

= gy

étés correspondantes du

K- espace vectoriel F.
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: 'Composn;lon d’apphcatlons linéaires :

‘So1ent E,F et G trois K— espace vectoriels donnés. Soient f € L(E F ) et g € L(F G)
composée g o f est une application linéaire de E dans G’

Citons quelques propriétés de la composition d’apphcatmns linéaires.
Propnetes

Soient E, F, G, H quatre K— espaces vectoriels donnés.
1) Vf,g € L(E, F), Vh € L(F, G),

ho(f+g)=hof+hog e (f+g)oh=fog+goh.
2)VfeL(E,F), Vg€ L(F,_lG’), Vhe L(G,H), (hog)of=ho(gof).
3)Vf€ L(E,F), Idpof=foldg=f.
4)Vf € L(E,F), Vg € L(F,G), Va €K, a(go f)=(ag)of=go(af).

3 Noyau, image, rang d’une application linéaire

Dans les espaces vectoriels de dimension finie, il existe un unique procédé pour construire
les applications linéaires.

Proposition 3.1. Soient E un K— espace vectoriel muni d’une base (e1, - ,€5), et F' un
autre K— espace vectoriel. Pour toute suite finie by, - - , b, de vecteurs de_ F, il existe une
unique application linéaire f de E dans F' telle que

Vie {1,000, fle) =bi

' Démonstration. Eristence. Considérons Vapplication f de E dans F définie par

V(al, - ,a.) €KY, f (Z akek> = Zakbk.
k=1 k=1

L’application f est linéaire. En effet, soient z = ) p_; Oker, ¥ = > %=10kex dans E et soit
AEK.Ona

fl+r) =7 (i(ak #F /\ﬂk)ek)

k=1

Deé plus, f(e;) =b; pouri=1,-

Unicité. Soit g une autre apphcatmn linéaire de E dans F telle que g(e;) = b; pour ¢ =
1,---,n. Prenons z = Sk b1 k€L € E quelconque. Par linéarité de g, on a

g(z) =g (i akek) = Zn:akg(ek) = Zakbk = f(z).
| k=1 k=1 k=1 ‘

D'on le résultgt. ‘& .

g
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. Conséquences :

Soit E un K- espace vectoriel admettant (

espace vectoriel. ﬁw'@ﬂpwxm&etmupunmmeK;lf
; on linéaire f : i d e
fle1),---, flen). f : E — F est entitrement déterminée par les vecteurs

2) Deux applicati ‘ :
pplications linéaires f et g de E dans F sont égales si et seulement si V% c

{l)' sn}5 f(ez) — g(ei)'

'D ‘ﬁ . . . :

deefnltlon. Soient E et F' deux K— espaces vectoriels et f € L(E, F). On appelle noyau
, et on note Ker (f), I'ensemble de tous les vecteurs z € E tels que f(z) = OF.

Donc |

Ker (f) = {1 ({0r}) = {z € E : f(2),= OF}.

Exemples.

1)E= F =TR3 et f:R3 — R3 définie par f(z,y,2) = (x+y,w+z,y-2)- On a

z+y=0 :
(z,y,2) €Ker(f) & ( z+2=0 & (y=z=-).
y—z=0

Donc Ker (f) = {(z, —z, —z) : ¢ € R} = vect (u) avec v = (1,-1, -1).

) E=F=R[X]et6:R[X] =R [] "spplication linéaire dérivation. On a
I%ﬂ@={PeRﬁhP@@=0%ﬂPeR@Ld%Psm

Ker (6) est donc I'ensemble de toﬁs les polyndmes réels constants.

Théoreme 3.1. Soient E et F' deux K— espaces vectoriels et f € L(E, F). Alors

1) Ker (f) est un sous-espace vectoriel de E.

2) f est injective si et seulement si Ker (f) = {05}

Démonstration. 1) On a 0g € Ker (f) car f(0p) = OF- Soient z,y € Ker(f) et A € K. On
a

f($+)\y)=f(-’”)+>\f(y)=0F+/\.0F=0F-

Donc z + My € Ker (f). Par conséquent, Ker (f) est un sev de E.

2) =) Supposons que f est injective. Soit z € Ker (f). Ona f(z) = f (0g) = Op. Comme
f est injective, on en déduit que z = OE. Ainsi Ker (f) = {0s}-

&) Inversement, SUpposons que Ker (f) = {0g}. Soient z et ¥ dans E tels que f(z) =
f(y). Ona f(z — y) = f(@) — f(y) = OF. Par conséquent, z — Y = 0B D’oit le résultat. H
Définition. Soient E et F deux K— espaces vectoriels et f € L(E,F). On appelle image
de f, et 'on note Im (f), l’ensemble de toutes les valeurs f(z) de f lorsque & parcourt E
Autrement dit,

Im(f) = f(B) ={f(z): 2 € E}.
Exemples. 2
1) f1R? — R2 définie par f(2,9) = (z+y,z—y) On a Im(f) = R*.

En effet, pour tout (A, p) € R?,

‘ ‘ _Atu
i z+y=A ]
o f@ﬁﬁ=@#)@’{w_y=u b y=A—#
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S ‘.2)f,:]R[X] — Ro [X] définie par f:P(X)t—)XP(X) 0
% ) ‘ na

Im(f) = {aX® +bX : (a,b) € R} = (P e Ry [X] : P(0) = 5} -

Théoréme 3.2. Soj

v D0 :

) () lent E et F''deux K— espaces vectoriels et f € L(E, F). Alors
) est un sous-espace vectoriel de E. ,

2) f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Dém 1 )

Im(f)()::::?ctlglne.lE) Dtgbf)tri, 0r = f(0g) € Im(f). Soient y = f(z) et ¥ = f(z) dans
. , € Vi

sev de F. ; soit A€ K. Onay+Xy' = f(z+ Az') € Im(f). Donc Im(f) est un

X 2) Evidente car on sait qu'une application f est surjective si et seulement si f (E)=F.

Im(f) = vect (f(ex), -+ » f(en)) -

Définition. Soient E et F deux K— espaces vectoriels de dimensions finies et f € L(E, F).
On appelle rang de f, et on note rg (f), la dimension de Im(f).

Théoreme du rang. Soient F et F' deux K— espaces vectoriels
f € L(E, F). On a l'égalité

de dimensions finies et soit

dim (E) = dim (Im(f)) + dim (Ker( ).
Démonstration. (théoréme adiis). 8
Remérque. On peut encore écrire ie théoreme du rang sous la forme équivalente
dim (E) = 1 (f) + dim (Ker(/))..
Une conséquence importante du théoréme du rang‘est la propriété suivante :

Proposition 3.2. Soient E et F deux K— espaces vectoriels de dimensions finies avec
dim (E) = dim (F). Soit f € L(E, F). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est bijective de E dans F.

(ii) f est surjective de E dans F.

(iii) f est injective de E dans F.

Démonstration. (i) = (i) triviale.

(ii) = (iii). Comme Im(f) = F,onadim (E) = dim (F)+dim (Ker(f)). Donc dim (Ker(f)) =
0 et par suite Ker(f) = {0}. Ce qui prouve que f est injective.

(iii) = (i). On a Ker(f) = {0z} (théoreme 3.1 (2)), donc d’aprés le théoréme du rang
dim (E) = dim (Im(f))- Comme dim (E) = dim (F), on en déduit que ITm(f) = F. Ainsi f
est injective et surjective, donc bijective. H

Remarque. On dit que deux espaces vectoriels E et F' sont isomorphes s'il existe un iso-
morphisme f de E dans F'.

Théoreme 3.3. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies. Alors E et F
sont isomorphes si €t seulement si dim(E) = dim(F).

5
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